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Обобщенные теоремы подобия

Идея отношения и Пропорции зародилась в глубокой древности. Об этом свидетельствуют древнеегипетские храмы, детали гробницы Менеса и знаменитых пирамид в Гизе (III тысячелетие до н. э.), вавилонские зиккураты (ступенчатые культовые башни), персидские Дворцы, Индийские и другие Памятники древности, Многие обстоятельства. В том числе особенности архитектуры, требования удобства, эстетики, техники и экономичности при возведении зданий и сооружений, вызвали возникновение и развитие понятий отношения и пропорциональности отрезков, площадей и других величин.
В «Московском» папирусе при рассмотрении, отношения большего катета к меньшему в одной из задач на прямоугольный треугольник применяется специальный знак для понятия «отношение».

В «Началах» Евклида учение об отношениях излагается дважды, В VII книге содержится арифметическая теория. Она относится только к соизмеримым величинам и к целым числам. Эта теория создана на основе практики действия с дробями. Евклид применяет ее для исследования свойств целых чисел. В V книге излагается общая теория отношений и пропорций, разработанная Евдоксом. Она лежит в основе учения о подобии фигур, изложенного в VI книге «Начал».

О  делении  отрезка  в  данном  отношении
В VI книге «Начал» Евклид так решает задачу о делении отрезка в данном отношении.
Задача. «Пусть (рис. 1) требуется рассечь отрезок AВ в отношении, представленном данными тремя отрезками».
Решение.  Строим угол ВАС и откладываем на стороне AС данные три отрезка: AD, DE, EC. Соединив С и В, проведем через точки Е и D отрезки ЕН и DJ , параллельные ВС. На основе теоремы о пропорциональности отрезков, образующихся на прямых, пересеченных параллельными прямыми, получаем:
AJ : JH : НВ = AD : DE : EС.
Симон Стевин дал следующий способ деления отрезка АВ на равные части (рис. 2).

На прямой MN, параллельной АВ, откладываем заданное число, допустим шесть равных между собой отрезков:

MD =DF= FH = HK =KL =LN.
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рис.1                                                                рис.2

Соединим М с A, N с В и продолжим до пересечения в точке Р. Теперь соединяем точку Р с D, F, H, K, L. В пересечении прямых соединения с отрезком АВ и получим искомые точки деления: D`,  F`,  H`, K`, L`.

Одинаковые по форме, но различные по величине фигуры встречаются в вавилонских и египетских памятниках. В сохранившейся погребальной камере отца фараона Рамсеса II имеется стена, покрытая сетью квадратиков, с помощью которой на стену перенесены в увеличенном виде рисунки меньших размеров.
Пропорциональность отрезков, образующихся на прямых, пересеченных несколькими параллельными прямыми, была известна еще вавилонским ученым, хотя некоторые приписывают это открытие Фалесу Милетскому. До наших дней сохранилась клинописная табличка, в которой речь идет о построении пропорциональных отрезков путем проведения в прямоугольном треугольнике параллелей к одному из катетов.

Учение о подобии фигур на основе теории отношений и пропорции было создано в Древней Греции в V—IV вв. до н. э. трудами Гиппократа Хиосского, Архита Тарентского, Евдокса Книдского и др. Оно изложено в VI книге «Начал» Евклида, начинающиеся следующим определением: «Подобные прямолинейные фигуры суть те, которые имеют соответственно равные углы и пропорциональные стороны». 

В школьном курсе геометрии рассматриваются различные преобразования плоскости и пространства: осевая и центральная симметрия, параллельный перенос, поворот вокруг данной точки, гомотетия. Вводится понятие равных треугольников, и при решении задач широко используются признаки равенства треугольников.

Не меньшую роль при доказательстве теорем и решении задач играют признаки подобия треугольников.

Цель моей работы: 

1. изучить обобщенные теоремы подобия для треугольников;

2. применить их к решению треугольников.

Основные определения и основные теоремы.
Определение. Два треугольника называются подобными, если их углы соответственно равны и стороны одного треугольника пропорциональны сходственным сторонам другого.
Если треугольник ABC подобен треугольнику A1B1C1, то углы А, В и С равны соответственно углам A1,B1 и C1, AB/A1B1 = BC/B1C1 = CA/A1C1 = k.
Число k, равное отношению сходственных сторон подобных треугольников, называется коэффициентом подобия.
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Очень важна для решения задач теорема "Отношение площадей двух подобных треугольников равно квадрату коэффициента подобия "
Ну, и, наконец, три признака подобия:
1) Если два угла одного треугольника соответственно равны двум углам другого, то такие треугольники подобны.
2) Если
две
стороны
одного
треугольника
пропорциональны двум сторонам другого треугольника и углы, заключённые между этими сторонами, равны, то такие треугольники подобны. 
3) Если
три
стороны
одного
треугольника пропорциональны трём сторонам другого, то такие треугольники подобны.
В теории подобия треугольников существенное место занимает теорема: 
«Пусть в треугольнике AВС проведен отрезок DE, параллельный BC, 
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. Тогда имеет место пропорция  »

Существует два способа доказательства этой теоремы. 
Первый способ – сведение доказательства к отношению площадей указанных треугольников (рис.3), второй связан с измерением отрезков. В случае, когда длины отрезков AD и AB соизмеримы, теорема наглядным образом доказывается на основании известной теоремы Фалеса. В случае же несоизмеримости этих отрезков вопрос неминуемо сводиться к проведению бесконечного процесса. Будем использовать не только теорему Фалеса, но и некоторые ее дополнения.

Теорема Фалеса утверждает, что если три прямые, параллельные между собой, пересекают на равных расстояниях одну сторону угла, то и на другой стороне угла они отсекают равные отрезки, т.е. (рис 4) если BC = CD, то B1C1=C1D1.
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Рис 3
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Рис 4


В чем суть обобщенных теорем подобия?
Из произвольной внутренней точки D основания AB равнобедренного треугольника ABC опустим перпендикуляры на боковые стороны (или их продолжения) и проведем высоту к боковой стороне: 
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 (рис.6).
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рис 6

Здесь и далее примем следующие обозначения: [image: image14.png]DK =n,DM = h, A,




 [image: image15.png]BD=clA=a




Прямоугольные треугольники ADK, BDM и ABN подобны, так как имеют одинаковые острый угол: Справедливая теорема сложения:

Пусть  [image: image18.png]


 – соответсвующие элементы в треугольниках ADK, BDM и ABN. Тогда
[image: image19.png]



Действительно, 
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Например, для радиусов [image: image22.png]


 окружностей, вписанных соответственно в треугольники ADK, BDM  и ABN, имеем [image: image24.png]


 

Рассмотрим другой пример использования теоремы сложения. В качестве[image: image26.png]


выберем катет KD, лежащий против угла α. Ему будет соответствовать катеты DM и BM. Тогда соотношение [image: image28.png]


  примет вид n + m = h.
В этом частном случае получили известное для равнобедренного треугольника свойство:
Сумма расстояний от произвольной точки основания равнобедренного треугольника до боковых сторон (или их продолжений) есть величина постоянная, равная высоте треугольника, проведенной к стороне. 
Соотношения с 
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 показывает что: и n+m=h.
· в равнобедренном треугольнике каждой внутренней точке основания отвечает тройка подобных треугольников, соответствующие линейные элементы которых связаны операцией сложения, что и объясняет название обобщенной теоремы подобия как теоремы сложения;
· в прямоугольном треугольнике рассматривалась единственная тройка подобных треугольников, здесь операцией сложения связаны квадраты соответствующих линейных элементов, что также объясняет название обобщенной теоремы подобия как обобщенной теоремы Пифагора.

Аналогичное утверждение так же справедливо, если
Из произвольной внешней точке D основания AB равнобедренного треугольника ABC (которую без ограничения общности будем считать лежащей за точкой B) опустим перпендикуляры на боковой стороне: DK[image: image35.png]


AC, DM[image: image36.png]


BC, BN[image: image37.png]


AC (рис 7). Сохраним прежние обозначения: получим
[image: image38.png]



Рис 7
[image: image39.png]



Выведенное таким образом равенство [image: image41.png]


 выражает известное свойство равнобедренного треугольника: 

 Модуль разности расстояний от произвольной точки на продолжении основания равнобедренного треугольника до прямых,  содержащих его боковые стороны, есть величина постоянная, равная высоте треугольника, проведенной к боковой стороне. 

И наконец Обобщение теорем сложения и вычитания
Однако справедливость теорем сложения и вычитания сохраняется и в том случае, когда угол  
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 Рассмотрим теорему сложения при 
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. Из произвольной внутренней точки  D основания AB  равнобедренного треугольника  ABC  и из его вершины  B проведем отрезки DK,DM и BN к боковым сторонам (или их продолжениям) под одинаковым углом   (рис 8) так, что 

[image: image50.wmf](

)

.

,

0

a

p

j

-

Î

Ð

=

Ð

=

Ð

=

Ð

ANB

BMD

AKB

[image: image51.png]


Рис 8
Треугольники  ADK, BMD и ABN подобны по двум углам [image: image53.png]


 и [image: image55.png]


. Тройка их соответствующих элементов, лежащих против углов величиной [image: image57.png]


, связана операцией сложения:[image: image59.png]


. Поэтому при любом значение  [image: image61.png]


, удовлетворяющем условию
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 теорема сложения [image: image64.png]


 остается справедливой  для любых соответствующих линейных элементов [image: image66.png]


  треугольников ADK, BDM, ABN:[image: image68.png]


. В частности, она справедлива для тройки  элементов [image: image70.png]Mg, My, k,




  лежащих против углов величиной [image: image72.png]


:

[image: image73.png]Mg +Myp =hyp




 Индекс «[image: image75.png]


»  подчеркивает зависимость величин от угла [image: image77.png]


, их отличие от величин n, m, h,  получаемых только при 
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 Свойство  [image: image81.png]Mg +Myp =hyp



 является обобщением известного свойства [image: image83.png]


 на множество всех углов  [image: image85.png]


для которых выполняются условия  Его можно сформулировать так:

 Сумма длин отрезков, соединяющих произвольную точку основания равнобедренного треугольника с боковыми сторонами  (или их продолжениями) и образующих с ними один и тот же угол, есть величина постоянная, равная длине отрезка, соединяющего вершину основания с противоположной стороной (или ее продолжением) и образующего с ней тот же угол. 

Модуль разности длин отрезков, соединяющих произвольную точку на продолжении основания равнобедренного треугольника с боковыми сторонами (или их  продолжениями) и образующих с ними один и тот же угол, есть величина постоянная, равная длине отрезка, соединяющего вершину основания с противоположной стороной (или ее продолжением) и образующего с ней тот же угол.

Задача 1. Пусть D и D’ – внутренняя и внешняя точки большего основания AB  равнобедренной трапеции (рис. 9). Из них проведены отрезки к боковым сторонам (или их продолжениям). Известно, что. <AKD=<BMD=<AK’D’=<BM’D’, KD= a , MD = b, D’K’= c. Найти длину D’M’.
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Рис 9

Ответ: c – a – b.

Указание: сравнить сумму DK + DM и разность D’K’ – D’M’ с длиной BN, где 
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, используя свойства 
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 или рассматривая симметрию относительно оси симметрии трапеции.

Заключение 

В результате работы я повторил весь школьный материал по данной теме, изучил другие подходы к ней по дополнительным источникам. Разобрал решения задач различного уровня сложности, решаемые методом подобия и, чаще всего, не решаемые без него.

Я научился видеть подобные треугольники в различных ситуациях, умею правильно записывать отношения сходственных сторон, по известным элементам вычислять неизвестные, используя свойства пропорции.
Интересен материал из истории подобия, с которым я познакомился. Я смогу применять метод подобия для решения практических задач.

В своем реферате я рассмотрел обобщенные теоремы подобия; для равнобедренного треугольника они сформулированы в виде теорем сложения 
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С помощью обобщенных теорем равнобедренного треугольника 
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